Algebra wektorow

3.1. Pojecie wektora w przestrzeni

Definicja 3.1. Przestrzeniq euklidesowqg —tréjwymiarowg R’ nazywamy zbiér wszystkich
uporzadkowanych uktadéw liczb rzeczywistych postaci (x, y, z), tzn.

R® ={(x,y,2): x, 5, zER]}. (1)

Definicja 3.2. Prostokgtnym ukfadem kartezjaniskim w przestrzeni R’ nazywamy uporzadkowang
tréjke parami prostopadtych osi liczbowych Ox, Oy, Oz o wsp6lnym poczatku w punkcie O. Ten uktad

oznaczamy przez Oxyz.

Zatem kazdemu punktowi przestrzeni PER’  odpowiada wzajemnie jednoznacznie tréjka
prostopadtych rzutéw (x, y, z) tego punktu na kolejne osi Ox, Oy, Oz. Liczby x, y, z nazywamy
réwniez wspotrzednymi prostokgtnymi punktu P w ukltadzie Oxyz i zapisujemy

P=P(x,y, 2).
Wigc poczatek uktadu Oxyz umieszczono w punkcie O = O(0, 0, 0).
Niech P(qa,, b, c,) i PJ(a,, b,, c,) beda punktami przestrzeni R”.
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Definicja 3.3. Diugos¢ odcinka B P, w przestrzeni (1) okreslamy jako

|PP|=J(a, —a,)* + (b, —b)* +(c, — ) . 2)

Definicja 3.4. Skierowany odcinek o poczatku w punkcie A€R’ i o koficu w punkcie B¢€ R’

nazywamy wektorem w R’ i oznaczamy przez AB.
Inaczej méwiac, wektor AB jest uporzadkowang para punktéw (A, B).
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Wiadomo, ze przez dwa punkty w przestrzeni mozna poprowadzi¢ doktadnie jedng lini¢ prosta.
Zaznaczmy réwniez, ze wszystkie rGwnoleglte proste majg ten sam kierunek. Zatem kazdy wektor AB
ma okres$long dtugos¢ |A§ |, kierunek (kierunek prostej wyznaczonej punktami A, B) oraz zwrot ( A
poprzedza B).



Definicja 3.5. Zbior wszystkich wektorow o jednakowej dlugosci, kierunku izwrocie nazywamy
wektorem swobodnym.

Wektor AB , ktéry ma poczatek w punkcie A (wektor zaczepiony), nazywamy reprezentantem pewnego
wektora swobodnego. Wektor swobodny oznaczamy przez d. Wige, jezeli wektor AB jest
reprezentantem wektora swobodnego d, to piszemy AB=a. Zaznaczmy, ze dla wektora swobodnego
punkt zaczepienia nie jest wazny. Jezeli koniec wektora AB pokrywa si¢ z jego poczatkiem, tzn. A = B,
to wektor swobodny, ktérego reprezentantem jest wektor ﬂ, nazywamy wektorem zerowym i

oznaczamy przez 0. Oczywiscie, wektor zerowy ma dtugo$¢ zerowa oraz dowolny kierunek i zwrot.
W dalszym ciggu rozwazamy tylko wektory swobodne i méwimy krétko wektory.

Definicja 3.6. Rzutem wektora d na os s nazywamy wektor d, ktérego poczatek i koniec sa rzutami
na t¢ 0§ odpowiednio poczatku i kofca wektora a .

Inaczej méwiac, jezeli a = AB, to

i, =AB,
gdzie punkty A’, B’ s3 rzutami prostopadtymi punktéw A,B na o$ s (rys. 3.1).

B
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Rys. 3.1. Rzut wektora na o$

—

Definicja 3.7. Wspdtrzedng wektora da na osi s (oznaczamy przez a ) nazywamy roznice
wspétrzednej konca i poczatku wektora d.

Definicja 3.8. Rzutem wektora d na wektor b (oznaczamy przez a, ) nazywamy rzut wektora d na
0§, ktora zawiera wektor b.

Definicja 3.9. Kqtem miedzy niezerowymi wektorami d i b (oznaczamy przez Z(d, l;)) nazywamy

mniejszy sposrod katéw utworzonych miedzy reprezentantami tych wektoréw majacych wspdlny
poczatek (rys. 3.2).

Rys. 3.2. Kat miedzy wektorami

Rozwazmy teraz wektor w prostokatnym uktadzie kartezjanskim Oxyz.

Definicja 3.10. Wspotrzednymi wektora a w kartezjanskim uktadzie prostokatnym Oxyz nazywamy
wspotrzedne tego wektora na osiach Ox, Oy, Oz i oznaczamy je odpowiednio przez a,, a,, a, (patrz
rys. 3.3).



Poniewaz w Kkartezjanskim uktadzie prostokatnym Oxyz istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ migdzy dowolnym wektorem d i tr6jka jego wspdtrzednych a,, a,, a,, wigc mozemy
zapisaé

d={a,_, a,, a}.

Niech @ = AB, tzn. reprezentantem wektora d jest wektor o poczatku w punkcie A(a,, a,, a;) i 0
koficu w punkcie B(b,, b,, b;) . Mamy wtedy
a=b-a, a,=b,—a,, a,=b,—a,.

Stad korzystajac ze wzoru (2) dlugo$¢ wektora d wyraza si¢ wzorem

|d|=\ja; +a; +a: . (3)
Przyklad 3.1. Obliczy¢ wspétrzgdne oraz dtugos$é wektora a = AB ,jezeli A(—1,6,4)1 BS, -2, 4).
Rozwiazanie. Mamy

a,=5-(-)=6, a,=-2-6=-8, a =4-4=0.

Zatem
a=1{6, -8, 0}.

Korzystajac ze wzoru (3) otrzymamy

|d[=+/6" +(=8)" +0° =100 =10.

Definicja 3.11. Wektorem jednostkowym (wersorem) nazywamy wektor o dtugosci jeden.

Definicja 3.12. Wersorem niezerowego wektora d nazywamy wektor jednostkowy zgodnie réwnolegty
z tym wektorem.

5 5 .. .. . . . .
Wersor wektora @ oznaczamy przez d. Z definicji wynika, ze wersor wektora @ w uktadzie Oxyz ma

_{ax a, a }
|d| |d| |d]

Wséréd wszystkich wektoréw jednostkowych wyrézniamy tak zwane wersory osi uktadu Oxyz, tzn.

postac

2

Q>

wersory zgodnie réwnolegte z kolejnymi osiami Ox, Oy i Oz. Oznaczamy te wersory odpowiednio

przez i, ] oraz k (patrz rys. 3.3). Zatem mamy

i={1,00}, j={0,10}, k={0,0,1}. (4)
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Rys. 3.3. Wektor w kartezjanskim uktadzie prostokatnym



Okre$lmy dzialania algebraiczne na wektorach w prostokatnym uktadzie kartezjanskim Oxyz. Niech

i=la, a, a}ib={b, b, b}

X

Definicja 3.13. Sumg wektoréw a i b nazywamy wektor
d+b={a,+b,, a,+b, a, +b}.
Iloczynem wektora d przez liczbe A € R nazywamy wektor
Ad ={)\a,, Aag, Aa.}.

Definicja 3.14. Wektorem przeciwnym do d nazywamy wektor

—d={-a,, —a, —a_}.
Twierdzenie 3.1. Dodawanie wektoréw oraz mnozenie przez liczb¢ ma nastgpujace wlasnosci:

i+b=b+a,
@+b)+c=d+b+7),

Przyklad 3.2. Obliczy¢ wspélrzedne wektora 4d —3b + ¢, jezeli

—

a={1, =2, 2}, b={0, 3, =4}, ¢={-1, =2, 0}.
Rozwigzanie.
45—35—1—5:4{1, -2, 2}=-3{0, 3, —4}+{-1, =2, 0}=
={4, =8, 8 —-{0,9, —12}+{-1, -2, 0}={3, —19, 20}.

Definicja 3.15. Kombinacjq liniowg wektoréw a,, a,, d,, ..., d, nazywamy wektor
)‘151 +>‘252 + )‘3 53 +..+ )\n C_in = Z)‘iai >
i=1

gdzie A\, A\, A, ..., A, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Twierdzenie 3.2. Kazdy wektor d ={a,, a,, a,} mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;

)v b
wersoréw uktadu Oxyz, tzn.

= axl_')+ay7+azl;. Q)
Definicja 3.16. Wekrory d,, d,, d;, ..., d, nazywamy liniowo niezaleznymi, jezeli ich kombinacja

liniowa jest réwna wektorowi zerowemu, tzn.

S \d, =0,

i=1
wtedy i tylko wtedy, gdy A=A =A=..=X=0. W przeciwnym przypadku wektory
a,, d,, d,, ..., a, nazywamy liniowo zaleznymi.

Przyklad 3.3. Zbada¢ liniowa zalezno$¢ podanych wektoréw:
a) Eil :{17 la 1}7 dz :{_37 5’ 3}’ d3 :{_5’ 1’ 4}’

—

b) a={l, 2,3}, b={-1 2,1}, ¢={2 4 6}.

Rozwiazanie. Rozwazmy réwno$¢



NG, +Nd, + N\ d = AL L B+0{=3, 5, 3} + (=5, 1, 4)=0.
Przyréwnujac odpowiednie wspétrzedne wektoré6w po obu stronach otrzymamy uklad réwnan
liniowych
A =3\, —=5)\,=0,
A +5A + A =0,
A +3)\ +4X0=0.

Obliczamy wyznacznik macierzy tego uktadu:

1-3 =5
1 5 [1|=36.
1 3 4

Stad wynika, ze powyzszy uklad jest uktadem Cramera. Wobec czego ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Ponadto, poniewaz ten uktad jest jednorodny, wigc istnieje tylko rozwigzanie zerowe:

A=A=\=0.
Zatem zgodnie z definicja podane wektory a,, d,, d, sa liniowo niezalezne.
Podobnie jak wyzej dla wektorow d, b , ¢ rozwazmy rownos¢
NG +Mb+A =AM, 2, 3 + 0 {—1, 2, 1J+\{2, 4, 6}=0.

Otrzymamy wowczas uktad réwnan

A=A 24,20,

2N 2\ +40,=0,

3N+ A, +6)=0.

Obliczajac wyznacznik macierzy tego uktadu mamy

1 -1 2
2 2 4/=0.
3 1 6

Zatem z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, ze uktad ten ma nieskonczenie wielu rozwigzan
wzgledem niewiadomych A, A,, A\;. A wigc liniowa kombinacja wektoréw d, l;, ¢ jest réwna

wektorowi zerowemu nie tylko dla zerowych wspétczynnikéw A, A,, A,. To oznacza, ze wektory

d, b, ¢ sgliniowo zalezne.

Definicja 3.17. Dwa liniowo zalezne wektory a i b nazywamy wektorami kolinearnymi.
Z definicji wynika, ze dla kolinearnych wektoréw zachodzi réwnos$¢

d=\b, A=0.
Stad dwa wektory kolinearne i niezerowe nazywamy rowniez wektorami rownolegtymi.

Definicja 3.18. Trzy liniowo zalezne wektory d, b, ¢ nazywamy wektorami komplanarnymi.

Twierdzenie 3.3. Wektory d@ ={a,, a,, a.}, b= {b,,b,,b.} i c={c,,c,,c.} sa komplanarne wtedy i

x° Yy

tylko wtedy, gdy

a, a, a,
b, b, b|=0. 6)
Cc Cc c

Przyklad 3.4. Wektory d ={1, 2, 1}, b= {2, 1, =1}, <¢={1, —1, —2} sg komplanarne, poniewaz



1 2 1
2 1 -1|=0.
1 —-1-2

3.2. lloczyn skalarny wektorow

Definicja 3.19. lloczynem skalarnym dwoéch wektorow a i b nazywamy liczbe, ktéra jest réwna
iloczynowi dlugosci tych wektoréw i kosinusa kata miedzy nimi

d-b=|a@||b|coss(a.b). 7)
Bezposrednio z definicji wynika, ze
a-b=a,|bl=ad|b,, ®)
gdzie liczba a, jest wspotrzedna wektora d, , tzn. rzutu wektora ¢ na b , 1 podobnie b, .
Twierdzenie 3.4. lloczyn skalarny wektoréw d i b jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy wektory

@ ib saprostopadle, tzn. Z(d,b) :%

Prostopadto$¢ wektoréw oznaczamy przez d L b .

Uwaga. Wektor zerowy —{0 0,0} jest prostopadty do kazdego wektora, bowiem ma dowolny
kierunek.

Twierdzenie 3.5. Niech @, b, ¢ beda dowolnymi wektorami. Iloczyn skalarny ma nast¢pujace
wtlasnosci:

Twierdzenie 3.6. W prostoka,tnym uktadzie kartezjanskim Oxyz iloczyn skalarny wektoréw

={a

Qy

aji b= {b,, b,, b.} wyraza si¢ wzorem

x° )7
di-b=ab, +ab, +ab.. ©)

Stad

di’=d-d=a;+a,+a’.

Dla wersoréw ukladu Oxyz (4) zachodza réwnosci

ii=1, ji=0, k-i=0,
ij=0, jji=1 k-j=0
k=0, jk=0, kk=1

Przyklad 3.5. Obliczy¢ @-b +¢>, gdy
a={2, -3, 1}, b=(3 4, 1), ¢={, -1 -2}

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru (9) mamy



d-b=23+(-3)4+1-1=-5
oraz
=1 +(-1°+(=2) =6.
Zatem
i-b+c*=—5+6=1.
Przyklad 3.6. Znalez¢ kat migdzy wektorami a = {1, 1, 0} i b= {1, 0, —1}.

Rozwigzanie. Ze wzoru (7) mamy

Qy
Sy

cos/(@,b)=

S

Qy

|allb ]
Obliczamy iloczyn skalarny oraz dlugos¢ wektoréw d i b:

i-b=1, |dil=2, |bl=N2.

Zatem
Lo 1 1
cosZ(a,b)= =—,
V22 2
a wigc
- 7 ™
Z(a,b)=—.
(a,b) 3

Przyklad 3.7. Znalez¢ wektor d={x, y, z} wiedzac, ze jest on prostopadty do wektorow
b= {2, 3, —1} i ¢ ={l, —2, 3}, oraz spetnia warunek
a-(2i—j+k)y=—6.
Rozwiazanie. Z warunku prostopadto$ci wektor6w mamy
ilb & db=0.

Stad

ab =2x+4+3y—z=0.
Podobnie z warunku @ | ¢ otrzymamy

da-¢ =x—2y+3z=0.
Poniewaz

a-Qi—j+k)=2x—y+z

wiec mamy réwnanie

2x—y+z=—6.
Wtedy uktad réwnan

i-b=0,

a-¢ =0,

i-(2i—j+k)=—6

jest réwnowazny uktadowi

x—2y+3z=0,
2x—y+z=—6.

Obliczajac wyznacznik macierzy tego uktadu otrzymamy



2 3 -1

1 -2 3|=14.
2 -1 1
To oznacza, ze ten uktad jest uktadem Cramera, a wigc stosujagc wzory Cramera otrzymamy
D, 42 D, 42 D, 42
X=s—=— = — , y:—:—:3’ I=—"=—=
|A| 14 |A| 14 |A| 14
Zatem ostatecznie
a={-3, 3, 3}.

Przyktad 3.8. Znalez¢ wektory @, i b, gdy @ ={2, 1, =3}, b={4, 1, 5}.

Rozwiazanie. Poniewaz wektor d, (rzut wektora d na b ) jest wektorem réwnoleglym do wektora b,
wiec mozemy zapisac

i, =ab, (10)

gdzie a, jest wspoirzedna wektora d, za$ b jest wersorem wektora b . Zatem

h=L.
0]
Ze wzoru (8) mamy
b
ab =—.

Obliczamy iloczyn skalarny wektorow a i b oraz dlugos¢ b:
d-b=24+4114(=3)-5=-6, |bP=16+1+25=42.

Podstawiajac do powyzszego wzoru ostatecznie otrzymamy

C_ib:__GEZ_l{Ll'y la 5}:{_ia _la _2}'
42 7 7 7 7

Podobnie dla wektora l;a mamy wzor

=23
a
Poniewaz
|d=4+1+9=14,
wiec
Ea:__6{27 1’ _3}_{_§’_§7 2}
14 7 7 7

Najprostsza interpretacjg fizyczng iloczynu skalarnego jest praca. Niech wektor sily ma postaé

F= {F,, F,, F.}. Wtedy praca A sity F wzdhuz przesunigcia o wektor d@ ={a,, a,, a_} wyraza sig

WZOorem

—

A=F-d=Fa,+Fa,+F.a..



Przyklad 3.9. Znalez¢ prace sity F= {1, 2, 3} wzdluz skierowanego odcinka o poczatku w punkcie
A(—1, 2, 1) iokoncu punkcie B(2, —1, 3).
Rozwigzanie. Skierowany odcinek AB, tzn. wektor @, ma wspoélrzedne
AB={2+1, —1-2, 3—1}={3, -3, 2}.
Zatem praca sity F—= {1, 2, 3} wzdtuz przesuni¢cia AB = {3, —3, 2} jestrdwna

A=F AB=13+2-(—3)+3-2=3.

3.3. Iloczyn wektorowy dwéch wektorow

Przestrzen z prostokatnym ukladem kartezjanskim Oxyz jest przestrzenig zorientowana. Tréjka
wersoréw (7, J, k ) ukladu Oxyz okresla orientacje¢ tego uktadu. Zaznaczmy, ze tréjka wektoréw
G, 7, k ) jest prawoskretng, poniewaz — patrzac z konca wektora k — obrét na ptaszczyznie Oxy

wektora i w kierunku wektora j odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Uktad taki nazywamy ukfadem prawoskretnym. W dalszym ciggu rozwazamy tylko uklady
prawoskretne.

Definicja 3.20. Méwimy, ze trjka niekomplanarnych wektoréw (d, I;, ¢) jest zgodnie skretna z
uktadem Oxyz, jezeli ta tréjka ma jednakowa orientacje z trojka wektoréw (7, 7, k ).

Bezposrednio z definicji wynika, ze przestawienie dwoch wektorow w trdjce (d, b, ¢) zmienia jej
orientacje. Wigc, jezeli trjka wektoréw (d, b , C) jest prawoskretna (zgodnie skre¢tng z uktadem Oxyz

), to tréjka (l; , d, C) jest lewoskretna.

—

Definicja 3.21. lloczynem wektorowym pary niekolinearnych wektor6w @ i b nazywamy wektor

¢=axb, ktory spetnia nastgpujace warunki:
1) diugos¢ wektora & =axb jestrowna |&|=|a||b |sinZ(@,b);
2) wektor ¢ jest prostopadty do wektorow d i b,tzn. ¢Lai ¢_Lb;
3) tréjka wektoréw (d, b, ¢ ) jest zgodnie skretng z uktadem Oxyz.
W przypadku, gdy wektory a i b sg kolinearne, to @ xb =0.
Z definicji wynika, ze dtugo$¢ wektora | |=|d xb | jest réwna polu réwnolegtoboku rozpigtego na

wektorach @ i b (rys. 3.4).

Rys. 3.4. Ilustracja geometryczna iloczynu wektorowego



Twierdzenie 3.7. Niech @, b, ¢ beda dowolnymi wektorami w przestrzeni. lloczyn wektorowy ma
nastgpujace wilasnosci:

Zaznaczmy, ze zapis d ||b oznacza réwnolegto$¢ wektoréw d i b.

Korzystajac z definicji fatwo udowodni¢, ze dla wersoréw uktadu Oxyz zachodza réwnosci:

ixi=0, ixi=—k, Exfzj,
ixj=k, jxj=0, kxj=—i,
z?xlgf—j, fxlng, kxk=0

Przyklad 3.10. Obliczy¢ iloczyn wektorowy wektorow
a=3—j+2k, b=i—4k.
Rozwigzanie. Korzystajac z wlasnosci iloczynu wektorowego oraz z powyzszych réwnos$ci mamy
dxb =01 —]+2k)x (i —4k)=
=30 xi) =12 xk)— (Fxi)+4(F xk)+2(k xi)—8(k xk) =
—30+12+k +4i +27 —80=47 +14] +k.

Twierdzenie 3.8. W kartezjanskim uktadzie prostokatnym Oxyz iloczyn wektorowy wektoréw

i={a, a,, a}i l;:{bx, b,, b.} wyraza si¢ wzorem
ik
ixb=la, a, a. (11
b, by b,

Korzystajac z definicji wyznacznika (twierdzenie Laplace’a) wzor (11) mozna zapisa¢ w postaci
a, a,

R
b, b,

y

=(a,b,—ab, )? +(a,b, —a.b, )7 +(ab, —ab, )lg.

—

a)C Z
b, b,

X

axb=

12)

Przyklad 3.11. Obliczy¢ iloczyn wektorowy wektoréw

—

a={l, =3, 1}, b={2, —4, 2}.
Rozwiazanie. Korzystajgc ze wzoru (12) mamy

-3 1. (1 1 1 -3
—4 2 2 2 2 —4

—

axb=

—

i —

x4

j+ K =27 +2k.

Zatem dxb={-2, 0, 2}.
Przyklad 3.12. Obliczy¢
(@xb)-(bx?),
jezeli @a={-1, 2, 1}, b={3, 0, 2}, ¢={l, 1, —1}.



Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (12) obliczamy najpierw iloczyny wektorowe

szE—‘z 1?—‘_1 1]+_1 2‘1?—4?+5}—6E,

0 2 3 2 30

x| 2?—‘3 27+‘3 0‘1?——27+5j+3l§.
S | R § | S I

Iloczyn skalarny powyzszych wektoréw obliczamy ze wzoru (9):
(@xb)-(bx3)= (4] +5] —6k)-(—2i +5] +3k)=—8+25—18=—1.
Przyklad 3.13. Dane sg wektory b= {1, =2, 1} i ¢={5, 0, 1}. Znalezé wektor d ={x, y, z}

wiedzac, ze jest on prostopadty do wektoréw b ibx¢, oraz iloczyn skalarny wektor6w d i ¢ jest
réwny 10.

Rozwiazanie. Z warunku prostopadtosci wektor6w mamy
dlb < b-da=0,
d1l(bx?) & (bxd)-d=0.
Zatem wspétrzedne wektora d = {x, y, z} wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan
=0,
=10,
(bx¢)-d=0.

oL Sy
Ql Qy

Pierwsze réwnanie ukladu jest rtéwnowazne réwnaniu
x—2y+4+z=0.
Podobnie rozpisujgc drugie réwnanie otrzymamy
Sx+z=10.

Obliczmy iloczyn wektorowy bx¢:
pxe=| > izl b o raj 10k
X ¢ = i — =—2i .
0 1 50 g

Zatem
(bx&)-d=—2x+4y+10z
Wiec powyzszy uktad réwnan jest rOwnowazny uktadowi
x—2y+z=0,
5x+z=10,
—2x+4y+10z=0.

Obliczajac wyznacznik macierzy tego uktadu mamy

1 -2 1
|[Al=] 5 0 1]|=120.
-2 4 10
Zatem ten uklad jest uktadem Cramera. Wigc stosujac wzory Cramera otrzymamy
(D20, D 120 D0
|A] 120 |A| 120 |A] 120

Ostatecznie szukany wektor ma postac¢
a={2, 1, 0}.



Przyklad 3.14. Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A(l, —1, 0), B(2, 0, ) i C(3, 1, 1).

Rozwiazanie. Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze dlugos¢ wektora ABx AC jest réwna polu
réwnolegtoboku rozpigtego na tych wektorach. Zatem pole tréjkata AABC obliczamy ze wzoru

SA—%|TB><X5|.
Obliczamy wspétrzedne wektoréw AB i AC:
AB={2-1, 0+1, 1-0}={1, 1, 1},
AC={3—-1, 1+1, 1-0}={2, 2, 1}.

Zatem
;@xza:‘l 1:_‘1 17+‘1 Yooy
2 1 2 1 2 2
Stad
| ABx AC |=\1+1=12,
Wiec

Przyklad 3.15. Znalez¢ wektor 7 prostopadty do ptaszczyzny przechodzacej przez trzy dane punkty
A(1,2,3), B(4,5,6)1C(3,2,1).
Rozwigzanie. Z definicji iloczynu wektorowego dwdch niekolinearnych wektoréw a i b wynika, ze
wektor @xb jest prostopadty do ptaszczyzny zawierajacej wektory a i b. Zatem szukany wektor 7
jest prostopadly do wektoréw AB i Xa a wigc mozemy ten wektor znalez¢ ze wzoru
7i=ABxAC.

Obliczamy wspoétrzedne wektoréw AB i AC:

AB={4—1, 5-2, 6-3}={3, 3, 3},

A—C":{3—l, 2-2, 1-3}={2, 0, —2}.
Wtedy

— — 3 - 3 3]- - S -
ABxAC = ]+2 Ok:—6l—i—12]—6k.

3. |3 3
l_
0 -2

2 =2

Zatem
n={-6, 12, —6}.
Zaznaczmy, ze kazdy wektor kolinearny z wyznaczonym wektorem 7 bedzie réwniez prostopadty do

ptaszczyzny przechodzacej przez trzy dane punkty. To oznacza, ze ogdlna posta¢ wektora prostopadiego
do okreslonej ptaszczyzny jest nastgpujaca:

n=AM-6, 12, —6} ={—6)\, 12\, —6)},
gdzie A =0 jest dowolng liczbg rzeczywista.
Jednym z wielu przyktadéw zastosowan iloczynu wektorowego w fizyce jest sita elektromagnetyczna.
Oznaczmy przez F wektor sily elektromagnetycznej. Niech J bedzie wektorem pradu elektrycznego
oraz B — wektorem indukcji magnetycznej. Wtedy sita elektromagnetyczna wyraza si¢ wzorem

F=1(J xB),

gdzie [ jest dlugoscig przewodnika prostoliniowego.



3.4. Iloczyn mieszany trzech wektorow

Definicja 3.22. Iloczynem mieszanym tréjki wektoréw a , bid (oznaczamy przez (@b ¢)), nazywamy
liczbe

(@b3)=a-(bx7).

Twierdzenie 3.9. Niech d, b , ¢ beda dowolnymi wektorami w przestrzeni. Wtedy

|@be)|<|allb|e).

Twierdzenie 3.10. W prostokagtnym uktadzie kartezjanskim Oxyz iloczyn mieszany wektoréw

i=la, a, a},b={b, b, b} ic=lc, c, c) wyrazasi¢ wzorem
a, a, a,
@bé)=\b, b, b,|. (13)
Cx Cy Cz

Przyklad 3.16. Obliczy¢ iloczyn mieszany wersoréw uktadu Oxyz.
Rozwigzanie. Wersory uktadu Oxyz to sa wektory
i={1,0,0}, j={0,1,0}, k={0,0,1}.

Zatem ze wzoru (13) mamy

1 00
Gik=0 1 0=1
00 1

Twierdzenie 3.11. Wektory d ={a_, a,, a,}, b= {b,, b,, b.} i c={c,, c,, c.} sa komplanarne wtedy

y? yo

i tylko wtedy, gdy
@he)=0.

Ze wzoru (13) bezposrednio wynika, ze warunek komplanarno$ci wektoréw jest rOwnowazny réwnosci

a, a, a,
b, b, b|=0
¢, ¢ ¢

Przyklad 3.17. Wektory a ={2, 3, —1}, b= {1, —1, 3} i ¢ ={1, 9, —11} sg komplanarne, poniewaz

2 3 -1
@he)=[1 —1 3|=22-9+9-1-54+33=0.
1 9-11

Przyklad 3.18. Sprawdzi¢ czy punkty A(—1, 2,0), B(2,—-3,1),C(@3, 0,—2) i D(, 1, —1) naleza do
jednej plaszczyzny.

Rozwiazanie. Punkty A, B, C i D nalezg do jednej plaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
E, AC i AD sa wspOltptaszczyznowe. Z kolei, jezeli trzy wektory leza w jednej ptaszczyznie, to te

wektory sa komplanarne. Nalezy zatem zbada¢ iloczyn mieszany wektorow ﬁ, AC i AD. Mamy



E:{z—i—l, —3—2, 1_0}:{39_57 1}7
AC={3+10-2, —2-0}={4, -2, —2},
AD={1+1, 1-2, —1-0}={2, -1, —1}.

Wtedy
3 -5 1
(AB AC AD)=|4 —2 —2|=0.
2 —1 -1

To oznacza, ze wektory ﬁ, AC i AD sa komplanarne. Zatem punkty A, B, C i D nalezg do jedne;j
ptaszczyzny.

Geometrycznie iloczyn mieszany mozna zinterpretowa¢ w spos6b nastepujacy. Wartos¢ bezwzgledna
iloczynu mieszanego wektoréw a , b it jest réwna objetosci réwnolegloscianu rozpigtego na

wektorach @, bhic (rys. 3.5), tzn.
V=|@ha)].

Przyklad 3.19. Obliczy¢ objeto$¢ rownolegto$cianu rozpigtego na wektorach ﬁ, AC i AD , jezeli
AGB, 1D, B, 4,1, CA,1,7)i D@3, 4,-7).
Rozwigzanie. Obliczmy najpierw wspétrzedne wektorow ﬁ, AC i AD:

AB={1-3, 4—1, 1-1}={=2, 3, 0},

AC={1-3, 1-1, 7—1}={=2, 0, 6},

AD={3-3, 4—1, —7-1}={0, 3, —8}.

Zatem
—2 3 0
(AB AC AD)=|-2 0 6|=—12.
0 3-8

Stad objetos¢ V' szukanego réwnolegtoscianu wyraza si¢ wzorem

V =|(AB AC AD)|=12.

Rys. 3.5. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego



Przyklad 3.20. Obliczy¢ objetosé czworoscianu o

A(—1, 0, 2), B3, 4,—1), C(0, 2, 1) i D(-5, —2, 6).

Rozwigzanie. Objetos¢ szukanego czworo$cianu wyraza si¢ wzorem

V:é|(ﬂéﬁﬁ)|.

Poniewaz
AB={3+1, 4—0, —1-2}={4, 4, —3},
AC={0+1, 2—0, 1-2}={1, 2, —1},
AD={-5+1, —2-0, 6-2)={-4, —2, 4},
wiec
4 4-3
(ABAC AD)=| 1 2 —1|=6.
4 -2 4
Stad

V:l|(E'A_'CE)|:§:1.
6 6
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